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•  回帰モデル	  
•  正規分布	  
•  最小二乗法	  
•  尤度	  
•  最尤法	  
•  正規方程式	  
•  ベクトルでの微分	  
•  数値最適化：ニュートン・ラフソン法	
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•  正則化法	  
•  正則化パラメータ	  
•  ベイズアプローチ	  
•  スパース学習	  

回帰分析	
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回帰モデル	  (加法ノイズ)	  

データ： (x1 ,y1),…,(xn ,yn) ； n	  個の観測値	  

モデル：	  

yi =m (xi) + ei     i =1,…,n	  
	  

[観測値]=[シグナル]+[ノイズ]	  に分解	

線形回帰モデル	

データ： (x1 ,y1),…,(xn ,yn) ； n	  個の観測値	  

シグナル：	  

m (xi) = E [Yi | xi ] = a0+a1xi 

線形回帰モデル：	  

yi =a0+a1xi + ei             E [ei ]=0, V[ei ]=σ2 

	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  x	  の線形式	  
	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  a0 , a1	  :	  パラメータ	  

正規線形回帰モデル：	  

ei  ~ N(0,σ2)	  :	  	  	  	  正規分布 平均0,	  分散σ2 
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回帰モデル	  (一般化)	  

データ： (x1 , y1),…,(xn , yn) ； n	  個の観測値	  

モデル：	  
	  確率的成分：	  

	  

	  系統的成分：	

f (y | x;! )

)(]|[ iii xmxYE =
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例	

データ： (x1 , y1),…,(xn , yn) ； n	  個の観測値	  

モデル：	  
	  確率的成分：	  

	  
	  

	  系統的成分：	  

	  

正規線形回帰モデル：	
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モデルの当てはめ：最尤法	

データ： (x1 , y1),…,(xn , yn) ； n	  個の観測値	  

正規線形回帰モデル：	  

	  

	  

パラメータ：	  

尤度：	  
	  
	  

y1 ,…, yn	  は互いに独立	
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最尤法	

データ：	
nxx ,...,1

（例えば，東京大学の男子学生の身長）	

150	   160	   170	   190	  180	  

ヒストグラム	

150	   160	   170	   190	  180	  
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確率分布モデル	

データ                 は次の確率密度関数を持つ分布
から得られたと仮定する	

nxx ,...,1

),|( θxf
ただし，  	  はパラメータ．	

例えば，正規分布	

f (x |µ,!2 ) = 1
2"!2
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正規分布の当てはめ	

150	   160	   170	   190	  180	  

どれがより良くデータに当てはまっているか？	
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尤度	

データ：	

)|( θxfモデル：	

尤度関数：	 ∏
=

=
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nxx ,...,1

赤のモデルは？	

150	   160	   170	   190	  180	  
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黒のモデルは？	

150	   160	   170	   190	  180	  

もっともデータに良く当てはまる	  
パラメータ値は？	

最尤推定量	θ̂
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通常は対数尤度関数の最大化	
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正規モデルの最尤推定量	

f (xi |µ,!
2 ) = 1
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最尤推定量：	

正規線形モデルの最尤推定	

データ： (x1 , y1),…,(xn , yn) ； n	  個の観測値	  

正規線形回帰モデル：	  

	  

	  

パラメータ：	  

尤度：	  
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正規線形モデルの最尤推定は	  
最小2乗法と等価である	
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最小2乗法	

データ： (x1 , y1),…,(xn , yn) ； n	  個の観測値	  

線形回帰モデル：	  

yi =β0+β1xi +ei             E [ei ]=0, Var[ei ]=σ2 

	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  x	  の線形式	  
	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  β0 , β1	  ；パラメータ	  

パラメータ推定：	  

S (β0 , β1 )=Σ{yi –(β0+β1xi )} 
を最小化	

i =1 

n 
2 
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最尤推定量(=最小2乗推定量)	  
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(y! X! )T (y! X! ) = {! ! (XTX)!1XT y}T (XTX){! ! (XTX)!1XT y}
+yT {I ! X(XTX)!1XT}y

!̂ = (XTX)!1XT y

正規線形モデルに対する	

最尤法：回帰分析	
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最小2乗法	  
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多変量データ	

データ：	
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線形重回帰モデル：	

iippii xxxy εββββ +++++= 222110
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正規線形重回帰モデルの最尤推定	

線形重回帰モデルの尤度も単回帰と同様	
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ベクトルでの微分	
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a = (a1,...,ap )
T , x = (x1,..., xp )

T , B = (bij )p!p
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定義	

公式	



12/04/16	

15	

l(!,!2 ) = " n
2
log(2#!2 )" 1

2!2
(yi "!0 "!1xi )

2

i=1

n

$

= "
n
2
log(2#!2 )" 1

2!2
(y" X! )T (y" X! )

!l(!,"2 )
!!

!=!̂

= #
1
2"2

(2XTX!̂ # 2XT y) = 0

$ XTX!̂ = XT y

$ !̂ = (XTX)#1XT y

ŷ = X!̂ = X(XTX )!1XT y

幾何的考察	

行列 X の列ベクトルが張る空間	x(1)

x( p)

y

X(XTX)!1XT y

X = (x(0),..., x( p) )
X	  の列ベクトルは一次独立	
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説明変数間の相関、データ数	

iippii xxxy εββββ +++++= 222110

X = (x(0),..., x( p) )

XTX

:	  n	  x	  (p + 1)	  行列	

:	  (p + 1)	  x	  (p + 1)	  行列	

n	  <	  p + 1	  であったり、独立な説明変数でない場合	

rank(XTX)< p+1

ŷ = X!̂ = X(XTX)!1XT y (XTX)!1の	   が存在しない	  


