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Abstract : This paper shows that a connectionist law discovery method called RF5X can
discover a law in the form of a set of nominally conditioned polynomials, from data containing
both nominal and numeric values. RF5X learns a compound of nominally conditioned poly-
nomials by using single neural networks, and selects the best one among candidate networks,
and decomposes the selected network into a set of rules. Here a rule means a nominally
conditioned polynomial. Experiments showed that RF5X works well in discovering such a
law even from data containing irrelevant variables and a small amount of noise.

1 はじめに

科学的発見を支援する研究において、データから数
法則を発見する課題は中心的である。法則発見シス
テムを使えば、数値データからケプラーの第３法則
T = kr3/2 などが発見できる。先駆的研究である
BACONシステム [3]の後、様々な法則発見法 [5,
9]が提案されたが、探索において組合せ爆発が生じ
る、あらかじめ適切な関数の定義が必要、データノ
イズに弱いなどの欠点があった。ニューラルネット
（３層パーセプトロン）を用いた法則発見アプロー
チは、こうした問題点の解決に有望であり、筆者た
ちはすでに、２次の高速学習アルゴリズム BPQ[8]
を用いたニューラルネット法則発見法 RF5を提案し
た [7]。そして、 RF5法が大規模問題にも適用可能
であるとともに、比例尺度としての変数変換に対し
て不変の法則を発見できることを示した [4]。
さて、 RF5法は全データに対して単一の多項式

法則をあてはめるが、本来のデータ分布が部分空間
毎に別々の多項式に従うような場合には、単一の多
項式をあてはめようとしてもうまく行かない。たと
えば、クーロンの法則 F = 4πεq1q2/r

2は、 rだけ
離れた電荷 q1と q2の間に働く力 F の大きさを規定
する。この法則は媒体の誘電率 εを比例定数とし、
たとえば、水の中では F = 8897.352 q1q2/r

2、空気
中では F = 111.280 q1q2/r

2 のようになる。このよ
うな場合には、部分空間毎に別々の法則を用意すべ
きである。ここでは、部分空間が質的変数（名義尺
度または順序尺度で計量された変数）で分割される
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場合を想定し、 RF5法を拡張した RF5X法を提案
する。

2 RF5X法

2.1 基本的枠組み

各サンプルが変数群 (q1, · · · , qK1 , x1, · · · , xK2 , y)で
表わされるとする。 qk は質的変数、 xk は量的変
数、 yは基準変数とする。また、 Lk を質的変数 qk

がとり得るカテゴリーの数とする。処理の便宜上、
qk を以下のような２進のダミー変数 qkl で表す。

qkl =

{
1 第 lカテゴリーをとるとき
0 それ以外のとき

(1)

ここでは、真のデータモデルが以下のようなルール
から成ると仮定する（r = 1, · · · , R）。各ルールの
条件部は質的変数の論理積とする。ただし、Q(r) は
条件部に現れるダミー変数の集合とする。

if
∧

qkl∈Q(r)

qkl = 1 then y = f(x;W (r)) (2)

実行部はパラメータW (r) を持つ多項式とする。

f(x;W (r)) = w
(r)
0 +

J(r)∑
j=1

w
(r)
j

K2∏
k=1

x
w

(r)
jk

k

= w
(r)
0 +

J(r)∑
j=1

w
(r)
j exp

K2∑
k=1

w
(r)
jk ln xk


=

J(r)∑
j=0

w
(r)
j exp

K2∑
k=1

w
(r)
jk ln xk

 (3)



2.2 条件部の数値表現

条件部を数値表現するために、以下のような関数 g
を導入する。

g(q;V (r)) = exp

K1∑
k=1

Lk∑
l=1

v
(r)
kl qkl

 (4)

ここで、 V (r) は上式右辺に現れるパラメータから
成るベクトルとする。いま、このパラメータ値を以
下のように設定する。

v
(r)
kl =


0 if qkl ∈ Q(r)

−β if qkl /∈ Q(r)∃qkl′ ∈ Q(r), l′ 6= l

0 if ∀qkl′ /∈ Q(r)

β を大きな正数とすれば、条件部が成立するとき、
g(q;V (r)) = 1となり、成立しないときには、
exp(−β) ≈ 0が効いてきて、 g(q;V (r)) ≈ 0とな
るので、以下は式 (2)を十分な精度で近似する。

g(q;V (r)) f(x;W (r))

=
J(r)∑
j=0

w
(r)
j exp

K1∑
k=1

Lk∑
l=1

v
(r)
kl qkl +

K2∑
k=1

w
(r)
jk ln xk


≈


f(x;W (r)) if
∧

qkl∈Q(r)

qkl = 1

0 それ以外のとき
(5)

したがって、それらを足し合わせた下式は真のデー
タモデルを十分な精度で近似する。ただし、Ψはパ
ラメータ群 V (r),W (r), r = 1, · · · , Rから成る。

F (q,x;Ψ) =
R∑

r=1

g(q;V (r)) f(x;W (r)) (6)

2.3 ニューラルネットによる学習

利用できるデータを {(qµ,xµ, yµ), µ = 1, · · · ,N}と
する。このとき、以下の計算式は J を適切に用意す
れば、式 (6)を完全に表現することができる。

y(qµ,xµ;Θ) = w0 (7)

+
J∑

j=1

wj exp

K1∑
k=1

Lk∑
l=1

vjklq
µ
kl +

K2∑
k=1

wjk ln xµ
k


Θはパラメータベクトルで、 wj ,j = 0, · · · , J、
vjkl,j = 1, · · · , J, k = 1, · · · ,K1, l = 1, · · · , Lk、
および wjk, j = 1, · · · , J, k = 1, · · · ,K2 から成る。
また、その次数をM とする。式 (7)は、 J 個の隠
れユニットを持つ３層ニューラルネットのフィード
フォーワード計算式と解釈できる。

ニューラルネット学習では、誤差関数 E(Θ)に重
みのペナルティ項Ω(Θ)を付加すると汎化性能が著
しく向上することが知られている [1]。さらに、ペ
ナルティ項付加には不要な重みをゼロにする効果も
期待でき、法則発見の観点からも都合が良い。筆者
たちの実験によれば、２乗ペナルティと２次学習ア
ルゴリズムの組合せが汎化性能の向上効果が著しい
[6]。そこで、以下のような目的関数が考えられる。
ただし、 λはペナルティ係数、 θm ∈ Θとする。

E(Θ) + λΩ(Θ) =
1
2

N∑
µ=1

(yµ − y(qµ,xµ;Θ))2

+λ

(
1
2

M∑
m=1

θ2
m

)
(8)

しかし、このようにペナルティ係数が単一の２乗ペ
ナルティは、変数変換に不変でない重みを求めると
いう欠点がある [1]。実際、 x̃k = akxk、 ỹ = cy +
dのような変数変換に不変な重みを求めるには、重
み毎に異なるペナルティ係数を用意する必要がある
が、これは係数の数が多すぎて学習が容易でない。
そこで、ここでは、入力層から隠れ層への重みだけ
にペナルティを課すことにする。こうすれば、上記
のような変数変換にも不変な重みを単一のペナル
ティ係数で求めることができる。すなわち、式 (7)
に従う法則の発見問題は、以下の目的関数を最小に
するパラメータを求める問題として定式化できる。

J(Θ) = E(Θ) (9)

+λ

1
2

J∑
j=1

K1∑
k=1

Lk∑
l=1

v2
jkl +

1
2

J∑
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K2∑
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w2
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2.4 モデル選択の基準

いま、われわれはデータを与えられているが、式
(7)の最適隠れユニット数 J ∗も式 (9)の最適ペナル
ティ係数 λ∗も知らない。データを説明する最適なモ
デルとモデルパラメータを求めるためには、データ
から J∗ や λ∗を選択する基準が必要である。 RF5X
ではこの基準として交差検証法 cross-validationを
用いる。交差検証法はニューラルネットなどの学習
機械の汎化性能を評価するのにしばしば利用され
る [1]。ここで、汎化とは、学習に用いないデータ
に対する性能を指す。交差検証法では、与えられた
データDをランダムに S 個のセグメントに分割す
る (Gs, s = 1, · · · , S)。そして、 S − 1個のセグメ
ントを学習に使用し、残りの１個を（汎化の）テス
トに使用する。セグメント数とサンプル数が等しい
場合は、特に、一つ抜き法 leave-one-outと呼ばれ



る。この手順を S 回繰り返し、最終的には以下の平
均２乗誤差MSECV を求める。

MSECV =
1
N

S∑
s=1

∑
µ∈Gs

(yµ − y(qµ,xµ; Θ̂s))2.

2.5 ルール分解アルゴリズム

上記基準を用いて、一つのニューラルネットを最良
の法則候補として選択できたとする。それを元の
ルール集合に分解する必要がある。重みW は多項
式の形成に使えばよいが、重み V の利用の仕方はそ
れほど単純ではなく、以下に示す手順でルール分解
に使う。なお、微小な変動を無視するパラメータ ε
を導入し、無用なルールの発生を防ぐ。

step 1: 無変動重みのゼロシフト
以下の手順を各隠れユニット j について繰り返す。
質的変数 kの重みがmaxl(vjkl) − minl(vjkl) ≤ εの
ように無変動とみなせるときには、定常分を重み wj

に掛けてからゼロにシフトする (vjkl = 0)。

w′
j = wj exp

(∑
k

1
Lk

∑
l

vjkl

)
. (10)

step 2: 基本ルールの抽出
以下の手順を各隠れユニット j について繰り返す。
変動する重みを持つ質的変数群については、各ダ
ミー変数の全ての組合せをつくり、 uで採番する。
u番目の組合せに対して、ダミー変数の集合Qj:uが
定まるので、それに対応する重みの寄与分を計算
し、重み w′

j に掛ける。

wj:u = w′
j exp

 ∑
(k,l):qkl∈Qj:u

vjkl

 (11)

かくして、質的変数の論理積を条件部に持つ以下の
ような基本ルールが抽出できる。なお、 |wj:u| < ε
である重みに対しては、 tj:u = 0とする。

if
∧

qkl∈Qj:u

qkl = 1 (12)

then tj:u = wj:u exp

K2∑
k=1

wjk ln xk


step 3: 基本ルールの合成
隠れユニット j、 j ′ で求めた基本ルールを合成す
る。合成は全ての組合せについて行ない、条件部は

論理積として合成し、実行部は単なる和をとる。

if

 ∧
qkl∈Qj:u

qkl = 1

∧ ∧
qk′l′∈Qj′:u′

qk′l′ = 1


then tj′′:u′′ = tj:u + tj′:u′ (13)

なお、条件部が常に「偽」となる組合せは破棄す
る。上記の合成を隠れユニットが無くなるまで繰
り返して、共通の定数項 w0 を各実行部に可算すれ
ば、式 (2)のようなルールに分解できる。

3 数値実験

3.1 人工データ

質的変数 q2で条件付けられた多項式群を考える。
if q21 = 1 then y = 2 + 3x−1

1 x3
2

if q22 = 1 then y = 3 + 4x3x
1/2
4 x

−1/3
5

if q23 = 1 then y = 3 + 4x3x
1/2
4 x

−1/3
5

(14)

質的変数を q1, q2, q3、量的変数を x1, · · · , x9とし、
カテゴリ数 Lk は 2,3,4とする。 q1, q3, x6, · · · , x9 は
法則に無関係な変数である。各変数値はランダムに
生成するが、量的変数値は区間 [0, 1]内の値とし、
基準変数値には小さな正規乱数を付加する。サンプ
ル数を 400とする (N = 400)。
学習では、重み vjkl、 wjk の初期値は、平均 0、

標準偏差 1の正規分布に従うように、また、重み wj

の初期値は 0、定数項 w0 の初期値は基準変数値の平
均値とした。学習は、勾配が十分小さくなったとき
(‖∇J(Θ)‖2/M < 10−8)、または処理時間が 100
秒を越えたとき終了させた。ペナルティ係数 λは、
10 × 100 から 10 × 10−9 まで、 10−1 刻みとした。
また、隠れユニット数は、 1から 4まで変化させた
(J = 1, 2, 3, 4)。同じ J と λに対して、試行を 10回
繰り返した。
学習結果を図 1に示す。学習データに対する誤差

RMSEは J = 4のとき最小になるが、学習デー
タとは別に生成したテストデータ (10,000サンプル)
に対しては、 J = 3のとき最小になる。これより、
J∗ = 3と推測できる。 J = 3のとき、 RF5Xが発
見した法則例を示す。

y = −7.71 + 9.16 exp(0.06q11 + 0.06q12

−0.03q21 + 0.07q22 + 0.07q23 + 0.03q31

+0.03q32 + 0.03q33 + 0.03q34) + 0.046 exp
(−0.01q11 + 0.01q12 + 4.17q21 − 1.73q22

−2.44q23 + 0.01q33 − 0.01q34)x−1.00
1 x2.98

2

+0.90 exp(−3.00q21 + 1.50q22 + 1.49q23

−0.01q31)x1.00
3 x0.49

4 x−0.33
5 (15)
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図 1: 人工データに対する RF5Xの性能

これに、 2.5節で示したルール分解アルゴリズムを
適用することにより、以下の法則が発見できた。

if q21 = 1 then y = 2.01 + 2.98x−1.00
1 x2.98

2

if q22 = 1 then y = 3.04 + 4.03x1.00
3 x0.49

4 x−0.33
5

if q23 = 1 then y = 3.04 + 3.99x1.00
3 x0.49

4 x−0.33
5

既存法ABACUSのように事前に特定の関数形を用
意する必要もなく、元の法則とほぼ同じものが復元
できた。また、条件付き多項式群が１枚のニューラ
ルネットで学習できる点も RF5Xの特長である。

3.2 自動車データ

自動車データ†は 1985年に米国に輸入された自動車
やトラックの諸元と価格のデータである。 11の質的
説明変数、 14の量的説明変数、および基準変数 (価
格)がある。欠測値のあるサンプルを除いて、 159
サンプルが利用できる (N = 159)。従来分析 [2]
では、線形回帰と k − NN 法を適用して、それぞ
れ、MDE=14.2 %と 11.8 %であった。ただし、
MDE(mean deviation error)は 100

N

∑
µ |yµ−ŷµ|/yµ

で定義される。全データが学習に使用され、テスト
にも使用された。

RF5Xの実験条件は前実験と同じとした。ただ
し、 J = 1, 2, 3とした。また、各変数は次のように
変数変換したが、発見する法則はこれに不変である
ことが示せる。 ỹ = (y − mean(y))/std(y)、 x̃k =
xk/max(xk)。

RF5Xを３つのケース、すなわち、 1) 量的変数
だけのデータ、 2) 量的変数＋１質的変数のデータ、
3) 全変数のデータ、に適用した。その結果、ケース
3では過学習が生じて、汎化性能がケース 2よりも
劣化すること、および、ケース 2の汎化性能はケー

†UCI機械学習データベースを利用した

ス 1を上回ることがわかった。ケース 2で使用した
質的変数は製造メーカ q2である。ケース 2の中で
は、隠れユニット数 J = 1の汎化性能が最良であっ
た。 J = 1のとき、 RF5Xが発見した法則を示す。
これをルール群に分解するのは簡単である。この法
則のMDEは 8.4 %であった。なお、第 k番目の製
造メーカ (q2k)を単に qk と表わした。

ỹ = −1.17 + 2.61 exp(0.67q1 + 1.05q2

−0.12q3 − 0.08q4 + 0.28q5 − 0.03q6 + 0.50q7

+0.31q8 − 0.16q9 − 0.00q10 + 0.19q11

−0.08q12 + 0.49q13 + 0.62q14 + 0.05q15

+0.11q16 + 0.39q17 + 0.36q18) x̃−0.15
1 x̃2.40

2

x̃−2.31
3 x̃−1.38

4 x̃−4.10
5 x̃3.24

6 x̃−0.26
7 x̃0.18

8 x̃−0.26
9

x̃0.22
10 x̃0.34

11 x̃0.23
12 x̃−0.42

13 x̃0.05
14 (16)
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